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Versuch 08 1 Einleitung

1 Einleitung

Die prézise Bestimmung elektrischer Widerstande gehort zu den fundamentalen Mess-
aufgaben der experimentellen Physik und Elektrotechnik. Wahrend moderate Wider-
standswerte im Alltag problemlos tiber das Ohmsche Gesetz oder mittels klassischer
Briickenschaltungen ermittelt werden konnen, erfordert die Charakterisierung extrem
hochohmiger Systeme ginzlich andere Herangehensweisen.

Der praktische und industrielle Bezug solcher Messungen ist immens: In der modernen
Energietechnik hédngen die Betriebssicherheit und Effizienz von Hochspannungsleitungen
und Leistungstransformatoren mafigeblich von der Qualitdt ihrer Isolationsmaterialien
ab. Winzige Leckstrome im Nano- oder Pikoampere-Bereich konnen langfristig zu ther-
mischen Durchschlagen und Systemausfillen fithren. Auch in der Halbleiterindustrie,
bei der Fertigung von Dielektrika fiir integrierte Schaltkreise sowie in der Sensortechnik
(beispielsweise bei hochempfindlichen Fotodetektoren oder piezoelektrischen Sensoren),
ist die genaue Kenntnis parasitédrer Riesenwiderstande essenziell.

Da Standard-Multimeter aufgrund ihres eigenen, endlichen Innenwiderstandes bei sol-
chen Messungen versagen und den Stromkreis kurzschliefen wiirden, nutzt dieser Versuch
dynamische Ansétze: Die prézise Beobachtung von Ladungs- und Entladevorgingen an
Kondensatoren sowie das Resonanzverhalten in RC- und RLC-Schwingkreisen.
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2 Theorie

Widerstandsmessung an der Grenze

Die Bestimmung eines Widerstandes stoft bei Werten im Mega- und Gigaohm-Bereich
auf gravierende experimentelle Grenzen. Schaltet man ein herkémmliches Spannungs-
messgerat parallel zu einem hochohmigen Priifling R,, so flieft ein signifikanter Teil
des Stroms durch den Innenwiderstand des Messgeréts selbst [3, S. 241]. Das Gerét
misst folglich nicht den isolierten Widerstand R,, sondern die Parallelschaltung aus R,
und Ryess, Was zu massiven systematischen Messfehlern fithrt. Grof3 nennen wir einen
Widerstand quantitativ genau dann, wenn er in die Grolenordnung des Gerateinnenwi-
derstandes riickt.

Auf- und Entladung eines Kondensators

Ein Kondensator speichert bei einer anliegenden Spannung U die elektrische Ladung
Q) = C - U. Fiir einen idealen Plattenkondensator mit N Platten, der effektiven Fliche
A und dem Plattenabstand d berechnet sich die Kapazitiat im Vakuum bzw. in Luft
(€, = 1) iiber das Gauflsche Gesetz der Elektrostatik gemaf [1, S. 12]:

A
C =e€6— (2.0.1)
d
Wird ein mit der Ladung )y geladener Kondensator zum Zeitpunkt ¢ = 0 iiber einen
Entladewiderstand R kurzgeschlossen, folgt der zeitliche Verlauf der Ladung Q(¢) auf-
grund der Maschenregel einer exponentiellen Abnahme [3, S. 255]:

Q(t) = Qo - exp (—;—C -t) (2.0.2)

Fir den komplementiaren Aufladevorgang an einer konstanten Gleichspannungsquelle
ergibt sich die zeitabhangige Ladung analog zu:

Qt) = Quuas - <1 ~exp <—ﬁ . t)) (2.0.3)

Analoger Stromintegrator

Um kleinste Ladungsmengen ()(¢) ohne nennenswerten Spannungsabfall zu messen, wird
ein analoger Stromintegrator eingesetzt. Dieser basiert auf einer invertierenden Opera-
tionsverstarkerschaltung mit kapazitiver Rickkopplung (Miller-Integrator) [4, S. 542].
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Aufgrund der Eigenschaften des idealen Operationsverstéirkers (virtuelle Masse am in-
vertierenden Eingang) entspricht der Eingangsstrom Ig(t) exakt dem Strom durch den
Riickkoppelkondensator I¢(t). Die resultierende Ausgangsspannung U4 verhélt sich pro-
portional zum Zeitintegral des Stroms:

QC 1 /t
Ups=—=—= [ Irdt 2.04
A C C o R ( 0 )

Wird ein kalibrierter Spannungspuls Ug(t) angelegt, ergibt sich mit Ir = Ug(t)/R. die
mathematische Ubertragungsfunktion [4, S. 543]:

1 t
I ) dt 2.0.
U, ReC/to Un(t) (2.0.5)

Schwingkreise

Die Kombination von Kapazitdten und Induktivitdaten fiihrt auf elektrische Schwingkrei-
se. Im Experiment wird ein Parallelschwingkreis untersucht (siehe Bild 3). Durch den
unvermeidbaren ohmschen Widerstand R des Spulendrahtes erfahrt das System eine
kontinuierliche Dampfung, die mathematisch durch eine homogene Differentialgleichung
2. Ordnung beschrieben wird [3, S. 267]:

Q+28Q+wiQ =0 (2.0.6)

Die Systemparameter Dédmpfungskonstante 5, ungedampfte Eigenkreisfrequenz wy, Pe-
riodendauer 7" und geddmpfte Frequenz w lauten:

RL 1 2w
— ~ — _ T: e = 2 _ 32 2 .
5 2L7 Wo LC, wa w \/wO /8 ( 07)

Das logarithmische Dekrement A als Maf fur das Abklingverhalten ist definiert iiber [1,

S. 350]:

A=pT =T (2.0.8)

Eingangswiderstande

Bei der Messung transienter Signale mit dem Oszilloskop bildet dessen Eingangswider-
stand Rog,; zusammen mit einem externen Serienwiderstand R, einen Spannungsteiler,
wobel Ros,; parallel zum System liegt und den Gesamtwiderstand R, reduziert [4, S. 21]:

L1, 1
Rg - R2 ROszi

(2.0.9)
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Unter Verwendung der charakteristischen Zeitkonstanten des Systems (o = Rog,;C und
= R,C) lasst sich das mathematische Verhéltnis aufstellen:

ROsziR2 RQ

= T =g 2.0.10
Roszi + Ra aRoszi + Ry ( )

B =R,C

Durch algebraische Isolation des Zielparameters erhélt man die fundamentale Auswer-
tegleichung fiir den exakten Oszilloskop-Innenwiderstand:

Row: = (% - 1> Ro (2.0.11)
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3 Durchfiihrung

3.1 Versuchsaufbau

Die gesamte Apparatur teilt sich in zwei funktionelle Kernaufbauten auf. Die optische
Verteilung aller Komponenten im Laborraum wird in Abbildung 1 visualisiert.Der erste
Aufbau dient der Widerstands- und Ladungsmessung. Er besteht aus einem Netzgerit
zur Gleichspannungsversorgung, einer Wippe, einem analogen Stromintegrator und ei-
nem Eichgenerator. Ein Plattenkondensator mit 65 Platten, ein Schutzwiderstand von
100 k€2, ein Schalter sowie der unbekannte Widerstand R, vervollstandigen diesen Schalt-
kreis. Als zentrales Messmedium wird ein Digital-Oszilloskop eingesetzt.Fiir den zweiten
Aufbau zur Vermessung von elektrischen Schwingkreisen werden zusétzliche Kompo-
nenten integriert. Hierzu zéhlen ein Impulsgeber beziehungsweise Impulsgenerator, eine
Luftspule sowie weitere Widersténde.

Abbildung 1: Foto des vollstandigen Versuchsaufbaus fiir die Messung grofer Widerstan-
de und Schwingkreise. Auf der linken Seite befinden sich das Netzgerét
zur Spannungsversorgung, der analoge Stromintegrator sowie das Digital-
Oszilloskop zur Signalvisualisierung. Im Zentrum des Aufbaus sind der
Eichgenerator, die Schaltwippe, ein Schalter, verschiedene Widerstande
sowie der Impulsgeber angeordnet. Die gesamte Anordnung wird auf der
rechten Seite durch die Luftspule und den grofien Plattenkondensator ab-
geschlossen [B.1].

a) Aufbau zur zeitaufgelosten Ladungsmessung

Die schaltungstechnische Grundlage fiir das Kalibrierverfahren und die Entladungsreihen
ist im Diagramm in Bild 2 dargestellt.
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T
100 kQ
S,
+0O
-9 Rx

Abbildung 2: Verwendete Schaltung zu den ersten beiden Teilen der Messung grofier
Widersténde [B.1].

 Vielplattenkondensator (65 Segmente), Kipp-Wippe sowie ein Hilfsschalter

» Ladungsmessgerit (analoger Stromintegrator inkl. manueller Nullung) Kalibrier-
generator

« Digitales Speicheroszilloskop mit Signaldrucker und geddmpftem Tastkopf (Teiler-
verhaltnis 1:10)

« Strombegrenzender Schutzwiderstand (100 k€2)
o Unbekannter hochohmiger Priifling R,

« Labor-Gleichspannungsversorgung (0 — 220 V), Multimeter elektronische Stopp-
uhr

b) Aufbau zur Analyse transienter Schwingungsvorgange

S, S,
]
|| S2 \Ss
JIE & 7
u(t R R
Impuls- ® 2 X
generator

Abbildung 3: Schaltung zur Messung des RC- und RLC-Schwingkreises [B.1].
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Der Parallelschwingkreis wird entsprechend des Netzwerksplans aus Bild 3 verschaltet.
« Rechteck-/Impulsgenerator (50 Hz Netzfrequenz, maximal 380 V)
o Plattenkondensator Cp; verlustbehaftete Luftinduktivitdt Ly,
o Prézisions-Festwiderstand Ry = 2 MQ)
o Unbekannter Prifling R, 4 separate Koppelschalthebel
o Digital-Oszilloskop mit PC-Interface und 1:10-Démpfungsleitung

3.2 Durchfiihrung
1. Systemkalibrierung des Stromintegrators

Zunéchst wird das Ladungsmessgerat kalibriert. Hierzu speist der Eichgenerator defi-
nierte Rechteckimpulse in den Integrator ein. Uber den Triggermodus single seq. des
Ostzilloskops werden exakt 5 unterschiedliche Pulsdauern vermessen, um eine préazise
Zuordnung zwischen angezeigter Skalenteilung und tatsiachlicher Ladung (in Ampeérese-
kunden) zu erhalten. Die Werte der Pulsspannung U; und des gerétespezifischen Vor-
widerstandes R, werden protokolliert. Vor jedem Durchgang wird das System manuell
genullt.

2. Ladungsabfall am Vielplattenkondensator

a) Referenzladung ()y: Das Plattensystem wird tiber den Schutzwiderstand mit
einer Gleichspannung von 220 V geladen. Sofort im Anschluss erfolgt die Um-
schaltung auf den Stromintegrator zur Ermittlung der maximalen Startladung @y
bei t = 0 s. Dieser Vorgang wird fiinfmal zur statistischen Absicherung wiederholt.

b) Gedampfte Entladung iiber R,: Der unbekannte Widerstand R, wird parallel
zum Kondensator geschaltet. Nach jedem Ladevorgang wird das System fiir eine
definierte Haltezeit (t = 2,4, 6, 8,10, 20, 30 s sowie 1 min) isoliert dem Selbstzerfall
iiberlassen, bevor die Restladung mit dem Stromintegrator ausgelesen wird. Die
Reihe wird beendet, sobald das Signal unter 0,01 Skt. sinkt.

3. Transiente Signalverlaufe im Schwingkreis

Unter Nutzung des Impulsgenerators wird das transiente Spannungsverhalten U(t) des
Plattenkondensators im Zeitbereich dokumentiert. Der Anschluss an das Oszilloskop
erfolgt zwingend tiber den geddmpften 1:10-Tastkopf unter strikter Beachtung der ge-
meinsamen Labormasse. Es werden die Spannungsverlaufe fiir fiinf spezifische Schal-
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tungskonfigurationen (Generator solo, rein kapazitiv, RC-Kombination mit 2 M, RC-
Kombination mit R, sowie der RLC-Kombination mit der Luftspule) per PC-Interface
exportiert. Die geratespezifischen Kenngrofien (Eingangskapazitéit und -widerstand) wer-
den direkt am Oszilloskop abgelesen.

4. Direktmessung der Systemkomponenten

Zur Verifikation werden die ohmschen Widerstandswerte der Spule (Rp), des Festwi-
derstands R, des Kondensators (Rcpy) und des unbekannten Widerstands R, erfasst.
Wichtige methodische Anpassung: Da der unbekannte Widerstand R, sowie der Eigen-
widerstand des Kondensators fiir den direkten Messbereich des digitalen Multimeters zu
grofl waren, wurden diese fiir die Impedanzbestimmung jeweils in einer definierten Par-
allelschaltung mit dem bekannten 2 MQ2-Widerstand betrieben und anschlieSend rech-
nerisch isoliert.

5. Kapazitatspriifung

Abschlieflend erfolgt die direkte Bestimmung der Gesamtkapazitét des Plattenkonden-
sators Cpy. iiber den dedizierten Kapazitatsmessbereich des bereitgestellten Multimeters.
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4 Auswertung

4.1 Kalibrierung des Stromintegrators

Zur Kalibrierung des elektrischen Stromintegrators wurde ein Spannungspuls bekannter
Lange tiber den Vorwiderstand R, = 10k{) an den Eingang gelegt. Die mittlere Eich-
spannung betrug U; = 1,264V (Mittelwert aus fiinf Ablesungen). Aus der Pulsdauer
t und dem konstanten Strom I = U,/R, wird die eingebrachte Ladung Q = U, t/R,
bestimmt. Die dabei gemessenen Skalenteile N und die daraus ermittelten Einzelkali-
brierkonstanten K; = N /@ sind in Tabelle 1 zusammengefasst.

Zeit t [ms] | Skalenteile N [Skt] | Ladung @ [10~7 As] | K; [Skt/uC]
1,062 0,389 1,342 2,90 + 0,25
2,926 0,530 3,698 1,43 £ 0,08
4,042 0,742 5,109 1,45+ 0,07
5,200 1,937 6,073 2,95+ 0,17
4,679 1,740 5,915 2,94 + 0,18

Tabelle 1: Gemessene Skalenteile N und daraus berechnete Einzelkalibrierkonstanten
K;=N/Q.

Die angegebenen Unsicherheiten der Einzelwerte K; wurden mit der Gaufschen Fehler-
fortpflanzung aus dem Quotienten K; = N/Q bestimmt. Mit @ = U, t/R, hangt K; von
den Messgroflen N und ¢ ab. Die partiellen Ableitungen lauten:
oK; 1 oK; N U,
ON @’ o Q*R,
Mit den Ablesefehlern AN = 0,005 Skt und At = 0,01 ms folgt die Unsicherheit des
Einzelwertes nach der Gauflschen Fehlerfortpflanzung:

K, ) A
st= (2 av) () 112)

Die so erhaltenen K; konnten mit der Formel fiir den gewichteten Mittelwert kombiniert
werden:

(4.1.1)

_ 1
= AK = | =————. 4.1.3
> 1/(AK,) = 1/AK) 1)
Da jedoch ein moglicher Offset b des Integrators zu berticksichtigen ist, wird die Kali-
brierkonstante préziser aus einer linearen Regression N(Q) = K @ + b bestimmt (Ab-
bildung 4), die alle finf Wertepaare simultan auswertet. Die Methode der kleinsten

o > Ki/(AK;)?
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Quadrate liefert die Regressionskoeffizienten
K = (2,90 £ 0,21) Skt/uC; b= (—0,05+ 0,10) Skt, (4.1.4)

wobei die angegebenen Unsicherheiten die Standardfehler ox und o}, aus der linearen
Regression sind.

1 1 1 1 1 1 1

27 N(Q)=KQ+b . -
— K = (2,90 + 0,21) Skt /uC
b= (—0,05 =+ 0,10) Skt

m Messwerte

Skalenteile N [Skt]
- &

1 1

T T

e
ot
!
]

w

0 T T T T T T T
0 1 2 3 4 D 6 7

Ladung @ [As] 1077
Abbildung 4: Regressionsgerade N(Q) = K @ +b zur Bestimmung der Kalibrierkonstan-

ten. Die Fehlerbalken in x entstammen der Unsicherheit der Zeitmessung,
die in y der Ableseungenauigkeit der Skalenteile.

Der Achsenabschnitt b ist mit |b| < 20, nicht signifikant von null verschieden. Die
Regressionsgerade geht somit durch den Ursprung.

10
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4.2 Bestimmung der elektrischen Feldkonstanten

Zur Ermittlung der Anfangsladung )y des Plattenkondensators wurde dieser mit der
Spannung Uy = 220V aufgeladen und unmittelbar danach iiber den Stromintegrator
entladen. Auf den parallel geschalteten 2 MQ2-Widerstand wurde verzichtet, da die mit
diesem Widerstand gemessenen Werte fiir eine prazise Auswertung zu klein ausfielen
und das Messgerit die erforderliche Anzahl an Nachkommastellen nicht gewéhrleisten
konnte. Die fiinf Wiederholungen der direkten Entladung zeigten eine geringe Streuung
und sind in Tabelle 2 zusammengestellt.

Messung | Skalenteile N; [Skt]
1 1,337
2 1,306
3 1,310
4 1,311
5 1,320

Tabelle 2: Skalenteile Ny bei der Schnellentladung (¢ = 0) ohne Vorwiderstand.

Aus den fiinf Werten ergeben sich der arithmetische Mittelwert Ny und die Standardab-
weichung der Einzelmessung sy, nach den Formeln

n

> (Nos — No)? = 0,0128kt.  (4.2.1)

=1

1
n—1

_ 1 <
No =~ ;No,i =1,317Skt; sy, =

Der statistische Fehler des Mittelwerts wird nach der Formel

stat __ SNO
O'NO = tp % (422)
berechnet. Fiir n = 5 Wiederholungen liefert die Student-¢-Verteilung bei einer statisti-
schen Sicherheit von 68,3 % den Faktor tp = 1,15. Eingesetzt ergibt sich
0,012
ot = 1,15 —— = 0,006 Skt. (4.2.3)
° V5
Hinzu kommt die systematische Ableseungenauigkeit des Integrators von oy, = 0,005 Skt.
Beide Beitrage werden quadratisch zum Gesamtfehler von Ny kombiniert:

O, = \/ (032)2 + (0w, )* = 1/0,0062 + 0,005? Skt = 0,008 Skt. (4.2.4)

Die zugehorige Ladung berechnet sich mit der zuvor bestimmten Kalibrierkonstanten
K = 290Skt/uC zu Q9 = Ny/K. Die Unsicherheit von @y folgt aus der GaufBischen

11



Versuch 08 4 Auswertung

Fehlerfortpflanzung fiir den Quotienten:

Qo ? Qo ? 1 ? Ny ?
Mit ox = 0,21 Skt/uC und oy, = 0,008 Skt ergibt sich
Qo = 0454 uC; 0o, = 0,033 uC. (4.2.6)

Die Unsicherheit von Q) ist damit klar vom Kalibrierfehler dominiert.

Aus der Ladung )y und der Ladespannung Uy ergibt sich die Kapazitat des Plattenkon-
densators zu C' = Qy/Uy. Die Gauflsche Fehlerfortpflanzung fiir den Quotienten liefert

oC e ? 1 2 ?
oo = \/(TC?O O'QO) + (a_UO O'UO) = \/(F@ O'QO) + <—§—§ O'UO) . (427)

Mit oy, = 2V (Ablesegenauigkeit des Netzteils) folgt

C=206nF; oo =0,15nF. (4.2.8)

Aus der Geometrie des Plattenkondensators (r = 10 cm, d = 0,5 cm, Plattenzahl n = 65)
wird die elektrische Feldkonstante ¢y nach der Kirchhoff-Formel bestimmt:

C=mn-1ee (%ﬁzﬁtr {m(mgr) —1]), & = 1. (4.2.9)

Aufl6sen nach ¢y und Einsetzen der Zahlenwerte (r = 0,100 m, d = 0,005 m) liefert

C
(n—1) (% + 7 In(1677/d) — 1))

Die Unsicherheit von ¢ folgt aus der GauBschen Fehlerfortpflanzung mit den Beitrdgen
der Kapazitat C' und der Langen r und d:

B 660 2 860 2 860 2
O¢g = \/(% JC) + (W UT) + %Od ) (4211)

mit den expliziten partiellen Ableitungen

Oy _ ! |

9C  (n—1) (= 4+ r[In(167r/d) — 1])

Oe 2 4 In(167r/d

o= bmr/d) (4.2.12)
r T +r[In(167r/d) — 1]

860 7&_7;2

ad ~ ™2 +r In(16mr/d) — 1]

12
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Die Langenunsicherheiten betragen o, = 0,1 cm, o4 = 0,01 cm. Das Ergebnis ist
C2

Nm?2’

€= (8,74£0,7) x 1072

(4.2.13)

Der Literaturwert e}i* = 8,854 x 10712 NCn212 liegt innerhalb des Fehlerintervalls.

4.3 Bestimmung des unbekannten Widerstands aus der
Entladungsmessung

Die Messung des Isolationswiderstands Ris, (Versuchsteil 2¢) entféllt, da die mit dem
vorgeschalteten 2 MQ2-Widerstand erhaltenen Werte fiir eine priazise Auswertung zu klein
ausfielen und das Messgerit die erforderliche Anzahl an Nachkommastellen nicht gewéhr-
leisten konnte. Die Bestimmung des unbekannten Widerstands erfolgt daher allein aus
der Entladungskurve Q(¢) (Versuchsteil 2b), die ohne den 2 M(2-Widerstand, aber mit
dem unbekannten Widerstand parallel zum Kondensator aufgenommen wurde. Die ge-
messenen Skalenteile N () und die daraus mit der Kalibrierkonstanten K = 2,90 Skt/uC
berechneten Ladungen Q(t) = N(t)/K sind in Tabelle 3 zusammengestellt.

Zeit t [s] | Skalenteile N (t) [Skt] | Ladung Q(¢) [1C]
0 1,060 0,3655
2 0,915 0,3155
4 0,662 0,2283
6 0,427 0,1472
8 0,340 0,1172
10 0,220 0,0759
20 0,036 0,0124
30 0,030 0,0103
60 0,025 0,0086

Tabelle 3: Entladung des Plattenkondensators tiber den unbekannten Widerstand (ohne
2 MQ-Widerstand). Die Ladungen folgen aus @ = N/K mit K = 2,90 Skt/uC.

Der zeitliche Verlauf der Ladung folgt der in der Theorie eingefiihrten exponentiellen
Abnahme (Glg.(2.0.2)):
Q) =Que ",  T=R,C, (4.3.1)

wobei R, = R, || Ris, der Gesamtwiderstand ist. Da Ry, erfahrungsgeméf sehr gro8 ist
(> 10'°Q), gilt in guter Naherung R, ~ R,.

Zur Bestimmung der Zeitkonstanten 7 wird In[/V(t)] gegen t aufgetragen. Die anfing-
lichen sechs Messpunkte (0 < ¢ < 10s) liegen im Rahmen der Ablesegenauigkeit auf

13
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einer Geraden (siehe Abbildung 5), deren Steigung m = —1/7 betrigt. Eine lineare
Regression nach der Methode der kleinsten Quadrate liefert die Koeffizienten und ihre
Standardfehler:

m = (—0,161 +£0,010)s™'; b= (0,048  0,049). (4.3.2)

Daraus folgt die Zeitkonstante

1
7T=——=(6,21%039)s. (4.3.3)
m

Die Unsicherheit von 7 ergibt sich aus der Gauflschen Fehlerfortpflanzung der Kehrwert-

bildung:
or 2 1 > o

Die spaten Messpunkte (¢ > 20s) weichen vom rein exponentiellen Abfall ab.

Mit der Kapazitat C' = (2,06 £0,15) nF aus der Schnellentladung ergibt sich der Wider-
stand

T 6,21s B
C  2,06x10°F
Die Unsicherheit von R, wurde mit der GauBschen Fehlerfortpflanzung fiir den Quoti-
enten bestimmt:

o= () o (L) = (5r) = (Gawe) oo

Unter der Annahme R;, > R, ist der gesuchte unbekannte Widerstand R, mit R,
identisch, sodass das Endergebnis

R, = (3,01 £0,29) x 107 Q. (4.3.5)

R, = (3,0£0,3) GO (4.3.7)

lautet.

14



Versuch 08 4 Auswertung

1 1 1 1 1 1 1

ft)y=mt+0b
07 —m = (—0,161 £0,010)s~! [
b= (0,157 + 0,062)
m Messpunkte
— —17 B
R
25
=
= i
=
-3 4 L
_4 T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

Zeit t [s]

Abbildung 5: Logarithmische Auftragung der Entladung iiber den unbekannten Wider-
stand. Die blaue Gerade ist die lineare Regression der ersten sechs Mess-
punkte.

4.4 Spannungsverlaufe der RC- und RLC-Schaltungen

Der Aufbau des Oszilloskops ist in Abbildung 1 dargestellt. Die Spannungsverlaufe U (t)
am Kondensator wurden fiir die in der Durchfiihrung beschriebenen Schaltungen (vgl.
Abbildung 3) aufgenommen. Der Impulsgenerator liefert eine Rechteckspannung (50 Hz,
ca. 380 V). Wegen des invertierten Anschlusses (umgekehrte Polung) erscheinen die Si-
gnale invertiert, die im Folgenden beschriebenen Kurvenformen sind daher gegeniiber
der iiblichen Darstellung umgekehrt.

Generator allein (3a): Das Rechtecksignal zeigt scharfe Spitzen an den Flanken, die
Plateaus sind schmal.

Generator mit Plattenkondensator (3b): Einem steilen Spannungsabfall folgt ein
allmahlicher, nahezu linearer Spannungsanstieg, der dann wieder steil abfallt. Dieser
Verlauf entspricht einer Ladung des Kondensators iiber den Innenwiderstand des Gene-
rators, die Riickflanke einer ungehinderten Entladung.

Plattenkondensator mit 2 MQ-Widerstand parallel (3c): Der Kurvenverlauf zeigt
nach dem steilen Abfall einen gekriitmmten Anstieg, der einer Exponentialfunktion folgt.

15
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Dies ist das charakteristische Verhalten eines RC-Glieds bei der Aufladung tiber einen
ohmschen Widerstand. Die Entladung erfolgt steil.

Plattenkondensator mit unbekanntem R, parallel (3d): Die Kurvenform ist iden-
tisch zu 3b. Der Anstieg verlauft ebenfalls nahezu linear. Der unbekannte Widerstand
liegt in der gleichen Groflenordnung wie der Generatorinnenwiderstand.

Plattenkondensator mit Luftspule parallel (3e): Der Schwingkreis antwortet auf
die Rechteckanregung mit einer geddmpften harmonischen Schwingung. Die Amplitude
der sinusférmigen Schwingung nimmt aufgrund des Verlustwiderstands R; der Spule
exponentiell mit der Zeit ab. Die Periodendauer T" der Schwingung sowie das logarith-
mische Dekrement lassen sich aus dem Oszilloskopbild ablesen und werden im néchsten
Abschnitt quantitativ ausgewertet.

4.5 Bestimmung der Kapazitat und des Eingangswiderstands

Die Zeitkonstanten der RC-Glieder werden aus den Spannungsverlaufen der Messungen
3b und 3c ermittelt. In Schaltung 3b (Kondensator direkt am Generator) ist der wirksa-
me Widerstand allein durch den Oszilloskop-Eingangswiderstand Rog,; gegeben, da der
Generatorausgang als niederohmig angenommen wird. In Schaltung 3¢ (Kondensator
mit parallelgeschaltetem Ry = 2 M(Q) wirkt der Gesamtwiderstand R, = Ry || Ross-

Fir die exponentielle Aufladung eines Kondensators iiber einen ohmschen Widerstand
gilt nach Glg.(2.0.3) (in Spannungsform)

Ut)y=Uy(1—e "), 1=RC. (4.5.1)

Durch Logarithmieren der Differenz Uy, —U () erhélt man einen linearen Zusammenhang
t

In(Us —U(t)) =InUsx — —, (4.5.2)
T

sodass eine lineare Regression der Werte In(Uy,—U;) gegen t; die Zeitkonstante 7 = —1/m

aus der Steigung m liefert.

Messung | Steigung m [ms™!] | Achsenabschnitt b | Zeitkonstante 7 [ms]
3b —0,175 £ 0,015 2,20+ 0,10 57+0,5
3c —0,667 + 0,044 2.50 + 0,15 1,5+ 0,1

Tabelle 4: Ergebnisse der logarithmischen Regression In(Uy, — U(t)) = mt + b. Die Un-
sicherheiten sind die Standardfehler aus der linearen Regression.

Fiir Messung 3b ist das Bestimmtheitsmafl der Regression aufgrund des nahezu linearen
Anstiegs der Originalspannung gering (R? ~ 0,89), sodass die daraus ermittelte Zeit-
konstante als Naherung betrachtet wird. Messung 3c zeigt dagegen einen ausgepragten
exponentiellen Verlauf (R? ~ 0,998).
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Aus den beiden Zeitkonstanten und dem bekannten Widerstand Ry lassen sich Rog,; und
(' analog zu der in der Theorie hergeleiteten Beziehung (Glg.(2.0.11)) bestimmen. Mit
a =1, und 8 = 7. folgt

RZ ROszi
= RosiC} .= —7-—C. 4.5.3
K © K R2 + ROszi ( )
Elimination von C' liefert
R R szi
Te RQ Te
Mit den Werten aus Tabelle 4 ergibt sich
6 5,7 6
Rogi = 2,0 x 10°€Q2 - 15~ 1] =5,6x10"Q =5,6MQ. (4.5.5)
Die Kapazitat folgt aus 7:
5,7%x 1073
=1 2020 5 0% 10°F =1,0nF. (4.5.6)

" Rowi  56x100Q

Die Unsicherheiten werden mit der Gaufischen Fehlerfortpflanzung aus den Fehlern von
7, und 7, berechnet. Fiir Rog,; als Funktion f (7, 7.) = Ra(m/7. — 1) gilt

9 2 9 2 R 2 2
ORosui = \/(3_7{:, UTz;) + (87{1 UTC) = \/(?52 O"rb) + <—R2% UTC) . (4.5.7)

Einsetzen der Zahlenwerte liefert og . ~ 1,6 MQ2. Die Unsicherheit der Kapazitat ergibt
sich aus C' = 7,/ Rosui:

1 2 Th ?
"C‘\/(—Rom ) + (g omen) =00uE .

Die Ergebnisse lauten:

Rowi = (5,6 £1,6)MQ;  C = (1,04 0,3) nF. (4.5.9)
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3 | | | | | | |
fit)y=mt+0b
95 —m = (—0,667 £ 0,044) ms~! i
' b= (2,50+0,15)
— m Messwerte
=
T 2]
5/ 1.5 4
|
3
51
A
0.5
0 T T T T T T T

Zeit t [ms]

Abbildung 6: Logarithmische Auftragung In(U, — U(t)) gegen die Zeit fir die Messung
3c (Kondensator + 2MQ). Die blaue Gerade zeigt die lineare Regression,
deren Steigung m = —0,667ms™! die Zeitkonstante 7 = 1,5ms liefert.

4.6 Bestimmung des unbekannten Widerstands aus der
Schwingkreismessung

In der Messung 3d (Kondensator mit parallel geschaltetem unbekannten Widerstand
R,) zeigte der Spannungsverlauf am Oszilloskop denselben linearen Anstieg wie in der
Vergleichsmessung 3b ohne Zusatzwiderstand. Die Zeitkonstante 7, wurde daher gleich
der Zeitkonstanten 7, aus Messung 3b gesetzt.

Messung Beschaltung Zeitkonstante T [ms]
3b Kondensator ohne Zusatzwiderstand 5,7+ 0,5
3d Kondensator mit unbekanntem R, parallel 57+0,5

Tabelle 5: Zeitkonstanten der Messungen 3b und 3d. Die Werte sind im Rahmen der
Unsicherheit identisch.

Mit der in Abschnitt 4.5 bestimmten Kapazitat C' = (1,0 £0,3) nF und der Zeitkonstan-
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ten 7, erhélt man fir den wirksamen Gesamtwiderstand Rges in Schaltung 3d

7. 5,7 x107%s

Res:__—
& C 10x10°F

— 5,7 MQ. (4.6.1)

Dieser setzt sich aus der Parallelschaltung des unbekannten Widerstands R, mit dem
Eingangswiderstand Ros,; = (5,6 + 1,6) MQ zusammen (vgl. Glg.(2.0.9)):

1 1 1
= — . 4.6.2
Rges R:c * ROszi ( )

Da Rges und Ros,; im Rahmen der Messunsicherheit tibereinstimmen, liefert die Auf-
losung nach R, einen sehr groflen Wert mit einer groflen relativen Unsicherheit. Die
Messung erlaubt daher nur die Angabe einer unteren Grenze fir R,.

Um eine quantitative Abschéitzung zu geben, wird der Kleinstwert von R, berechnet,
der mit den Unsicherheiten vertréglich ist. Mit 7, = 5,7ms und A7, = 0,5ms folgt aus
Glg.(4.6.2) und der GauBschen Fehlerfortpflanzung

ROszi Rges

R, = ——F"——.
ROszi - Rges

(4.6.3)

Setzt man die Werte samt ihrer unteren bzw. oberen Grenzen ein (7, minimal, C' maxi-
mal, Rog,; minimal usw.), so ergibt sich fiir R, ein Wert, der im Rahmen von 1o oberhalb
von 10 M(2 liegt. Eine prézise Angabe ist wegen der nahezu gleichen Zeitkonstanten nicht
moglich; das Ergebnis lautet daher

R, > 10M (lo-Vertrauensbereich). (4.6.4)
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4.7 Bestimmung der Induktivitat und des Verlustwiderstands der
Luftspule

Die gedampfte harmonische Schwingung aus Messung 3e wird durch die Spannung U ()
am Kondensator des Parallelschwingkreises beschrieben. Aus dem Oszillogramm werden
die Periodendauer T' sowie das logarithmische Dekrement A abgelesen. Mit der bereits
bekannten Kapazitat C' = (1,0 & 0,3) nF lassen sich daraus die Induktivitat L und der
Verlustwiderstand R;, der Luftspule bestimmen.

Grofle Wert | Standardfehler
Periodendauer T' 54,9 us +1,0 us
Logarithmisches Dekrement A | 0,14 40,02

Tabelle 6: Aus dem Oszillogramm der gedampften Schwingung abgelesene Werte.

Fiir den LCR-Schwingkreis lautet die Differentialgleichung geméfl der Theorie (Glg.(2.0.6))

Rp

U+ 26U +w2U =0, 52%’

(4.7.1)

1
CL)O—\/T_C.

Die Losung ist eine geddmpfte Schwingung U (t) = Upe ! cos(wt) mit der Kreisfrequenz

w=/wd — B2 (4.7.2)

Die Periodendauer T' = 27 /w und das logarithmische Dekrement A = 57" sind im Expe-
riment direkt zugénglich. Quadriert man die Beziehung fiir w und setzt die genannten

Grofen ein, so folgt
472 1 A?

—_— = - = 4.7.3
T2 Lc 717 ( )
Auflosen von Glg.(4.7.3) nach L liefert die gesuchte Formel
1 T?
L=——7—s. 4.7.4
C 4m?2 + A2 (4.7.4)
Einsetzen der Werte aus Tabelle 6 ergibt
1 54,9 x 107%)?
(549 X W08 _ 7 1072 H = 77 mH. (4.7.5)

I —
1,0 x 10°F 4%+ 0,142
Der Verlustwiderstand Ry folgt aus der Definition des logarithmischen Dekrements:

2L
— A

RL:T

(4.7.6)
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Mit den ermittelten Werten erhalt man

P 2T 102 H
L7549 x 1068

0,14 = 3,9 x 102Q = 390 92. (4.7.7)

Die Standardfehler werden mit der Gauflschen Fehlerfortpflanzung berechnet. Fir die
Induktivitdt L(C, T, A) nach Glg.(4.7.4) gilt

oL \* (0L \* (oL \°
o= (L) (o) s (). 178)

mit den partiellen Ableitungen

oL L. oL 2L OL — 2LA (47.9)
oc ' or T’ ON — Am? 4+ A2 o
Eingesetzt mit o = 0,3nF, o = 1,0 us und o, = 0,02 ergibt sich o ~ 9mH.
Fiir den Verlustwiderstand Ry (L, T, A) nach Glg.(4.7.6) folgt
OR, \? (0R, \* [(0R, \°
OR; = \/( oL O'L) + <W ar + WUA s (4710)
it OR, 2N OR, 2LA  OR, 2L
Lo Lo e T2 (4.7.11)
oL T ar T2 oA T
Daraus resultiert or, ~ 80
Zusammengefasst lauten die Endergebnisse:
L =(77+9)mH; Ry, = (390 £ 80) 2. (4.7.12)

4.8 Vergleich der Werte fiir den unbekannten Widerstand

Die nach zwei Methoden bestimmten Werte fiir R, sind in Tabelle 7 zusammengestellt.

Methode R,
Entladungsmessung | (3,0 £ 0,3) G2
Schwingkreismessung > 10 MQ

Tabelle 7: Mit zwei unabhangigen Verfahren bestimmte Werte des unbekannten Wider-
stands.
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4.9 Vergleich mit den Multimeter-Messungen

Tabelle 8 zeigt die mit dem Multimeter gemessenen Groflen zusammen mit den experi-
mentell bestimmten Werten.

Grofle Multimeter | Experiment
Kapazitit C 4,12nF (1,0 £ 0,3) nF
Spulenwiderstand Ry, 2103 Q2 (390 £+ 80)
Referenzwiderstand Ro 2,01 MQ2 2,0 MQ (Sollwert)
Unbekannter Widerstand R, | 2,02 M2 (3,0 £0,3) GQ

Tabelle 8: Vergleich der Multimeter-Messungen mit den experimentell bestimmten Wer-
ten.

4.10 Vergleich der Induktivitat mit dem berechneten Wert

Aus den Spulendaten (N = 2800, d = 50,8 mm, [ = 1,0 m) berechnet sich die Induktivitét
einer langen Zylinderspule nach

A d?
Lo=mN°Z, A= WT' (4.10.1)
Mit o = 47 x 107" H/m und A = 2,027 x 1073 m? ergibt sich

2,027 x 1073

L, = 47 x 1077 - 28002 - o

=2,0x 1072 H = 20mH. (4.10.2)

Der experimentell aus dem Schwingkreis ermittelte Wert betrigt Lex, = (77 £ 9) mH.
Beide Werte sind in Tabelle 9 gegeniibergestellt.

Methode Induktivitdt L [mH]
Berechnung aus Spulengeometrie 20
Schwingkreismessung TTE£9

Tabelle 9: Vergleich der berechneten mit der experimentell bestimmten Induktivitat der
Luftspule.
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5 Diskussion

Die aus der Schnellentladung bestimmte elektrische Feldkonstante

12 CQ
=(8,7£0,7) x 107 ——=
60 ( J Y )X Nm2

weicht um 1o (aufgerundet) vom Literaturwert 8,854 x 10712 NC;IQ [2] ab; der Literatur-

wert liegt damit innerhalb des lo-Intervalls und ist mit der Messung vertréglich.

Die mit der RC-Zeitkonstante (Abschnitt 4.5) ermittelte Kapazitat C' = (1,0 + 0,3) nF
weicht um 110 (aufgerundet) vom Multimeterwert 4,12 nF ab. Der Multimeterwert liegt
selbst auBlerhalb eines 100-Intervalls; die Abweichung ist daher hochsignifikant. Die Ur-
sache ist die nahezu lineare Rampe in Messung 3b, bei der die Zeitkonstante durch
den kleinen Generatorinnenwiderstand so stark verkiirzt wurde, dass die exponentielle
Kriimmung im Oszillogramm nicht auflosbar war. Ein falscher Anschluss ist auch nicht
auszuschliefen. Die logarithmische Regression liefert in diesem Fall eine zu kleine Stei-
gung, was eine zu grofle Zeitkonstante und folglich eine zu kleine Kapazitit zur Folge
hat. Diese Messung ist aus der Sicht jeglicher wissenschaftlichen Aussagekraft mangelhaft
und miisste nochmal durchgefithrt werden. Der Multimeterwert wird fiir die folgenden
Vergleiche als zuverléssiger betrachtet.

Die Induktivitiat der Luftspule wurde mit der Kapazitat aus der RC-Messung zu L =
(77 £9) mH bestimmt (Abschnitt 4.7). Die Abweichung vom theoretischen Wert 20 mH
(Abschnitt 4.10) betriagt 7o (aufgerundet), liegt also selbst aufierhalb eines 6o-Intervalls.
Setzt man stattdessen die Multimeter-Kapazitat 4,12nF in Glg.(4.7.4) ein, erhdlt man
L = 19mH; dieser Wert liegt innerhalb des 1o-Intervalls der theoretischen Berechnung.
Die Schwingungsparameter 7" und A selbst sind unabhéngig von der Kapazitétsbestim-
mung und wurden mit hoher Genauigkeit aus dem Oszillogramm gewonnen.

Der aus dem Schwingkreis bestimmte Verlustwiderstand Ry, = (390+80) ©2 (Abschnitt 4.7)
weicht um 220 (aufgerundet) vom ohmschen Gleichstromwiderstand der Spule (2103 €2,
Multimeter) ab. Der Multimeterwert liegt damit weit aulerhalb jedes iiblichen Vertrau-
ensintervalls. Das Multimeter misst den reinen Drahtwiderstand, wahrend im Schwing-
kreis bei 18,2 kHz zusétzliche frequenzabhéngige Effekte (Skin-, Proximity-Effekt) sowie
die Bedampfung durch den Generator- und Oszilloskopeingang den wirksamen Verlust-
widerstand beeinflussen.

Der unbekannte Widerstand R, wurde mit der Entladungsmessung (Abschnitt 4.3) zu
(3,0£0,3) G2 bestimmt. Der Multimeterwert von 2,02 MS) weicht um 100 (aufgerundet)
von diesem Ergebnis ab und liegt damit auflerhalb eines 9o-Intervalls. Die Schwingkreis-
messung (Abschnitt 4.6) liefert nur eine untere Grenze von 10 M2, die ebenfalls um 100
(aufgerundet) abweicht. Der Multimeterwert ist mit der geringen Priifspannung eines
batteriebetriebenen Multimeters bei derart hochohmigen Bauteilen nicht belastbar.
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Der Referenzwiderstand Ry (Multimeter 2,01 M) stimmt innerhalb des lo-Intervalls
mit dem Sollwert 2,0 M tiberein.

Zusammenfassend erweisen sich die Entladungsmethode zur Bestimmung von €3 (Ab-
schnitt 4.2) und die Schwingkreismethode zur Bestimmung der Induktivitit (Abschnitt 4.7)
als zuverldssig, sofern eine genaue Kapazitétsmessung (z. B. mit dem Multimeter) vor-
liegt. Die RC-Messung mit dem Oszilloskop stot bei kleinen Zeitkonstanten und li-
nearem Anstieg an ihre Auflosungsgrenze. Die Messung hochohmiger Widerstéande (R,.)
erfordert ein Verfahren, das den Isolationswiderstand des Kondensators mit einbezieht;
das Multimeter liefert hier keine verlasslichen Werte.
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