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Versuch 09 1 Einleitung

1 Einleitung

Das Ohmsche Gesetz fiir Wechselstrom beschreibt das Verhéltnis von Spannung
und Strom in stromdurchflossenen Leitern und bildet die Grundlage der elektrischen
Netzwerkanalyse innerhalb der Physik.

Dieses Gesetz ist nicht nur fiir das theoretische Verstindnis elektrischer Schaltungen
fundamental, sondern auch fiir zahlreiche Anwendungen unverzichtbar. Dazu gehort die
Auslegung von Transformatoren, die Impedanzanpassung in der Nachrichtentechnik, die
Blindstromkompensation in Energieversorgungsnetzen und dariiber hinaus die Funktion
von Frequenzfiltern in der Signalverarbeitung lassen sich auf die Wechselstromimpedanz
zurtickfithren.

Das Ziel dieses Versuches ist es, die charakteristischen Eigenschaften von Spule, Konden-
sator und ohmschem Widerstand im Wechselstromkreis experimentell zu untersuchen.

Des Weiteren wird das Resonanzverhalten eines Serien- und eines Parallelschwingkreises
vermessen, das sich mit der Theorie der komplexen Wechselstromrechnung auswerten
lasst.

SchlieSSlich soll durch den Vergleich mit den theoretischen Vorhersagen sowohl die Reso-
nanzbedingung als auch die Frequenzabhangigkeit der Blindwiderstéinde verifiziert wer-
den.
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2 Theorie

Eine sinusférmige Wechselspannung U (t) und ein sinusférmiger Wechselstrom I(¢) lassen
sich schreiben als

U(t) = Uy sin(wt); I(t) = Iysin(wt + ¢), (2.0.1)

mit den Scheitelwerten Uy, Iy, der Kreisfrequenz w = 27 f und der Phasenverschiebung
¢ zwischen Strom und Spannung [1, S. 147]. Die Phasenverschiebung ist die zentrale
GroSSe der Wechselstromtechnik, da sie die in einem Bauteil umgesetzte Wirkleistung
bestimmt.

Zur Charakterisierung der tatséchlichen Leistung wird der Effektivwert eingefithrt. Er ist
definiert als derjenige Gleichstromwert, der an einem ohmschen Widerstand die gleiche
Wirmeleistung erzeugt wie der betrachtete Wechselstrom [1, S. 148]. Fiir rein sinusfor-

mige Signale ergibt sich
Uo Iy

20 pa= 0
V2 V2

Alle im Folgenden mit Multimetern gemessenen Spannungen und Strome sind Effektiv-

Uwg = (2.0.2)

werte.

Das Verhaltnis der Scheitelwerte von Spannung und Strom definiert den Scheinwider-
stand (Impedanz) Z eines Bauteils oder einer Schaltung [1, S. 153]:

_b _ U (2.0.3)

J = — =
[0 Ieff

Die Impedanz setzt sich aus dem Wirkwiderstand R (ohmscher Anteil) und dem Blind-
widerstand X (frequenzabhéngiger Anteil) zusammen. In komplexer Schreibweise mit
der imagindren Einheit i gilt [1, S. 153]

7 = R+iX. (2.0.4)

Der Betrag der Impedanz ist Z = v/ R? + X2, und die Phasenverschiebung ¢ zwischen
Spannung und Strom ergibt sich aus tanp = X/R [2, S. 129].

Die Blindwidersténde einer idealen Spule (Induktivitat L) und eines idealen Kondensa-
tors (Kapazitat C') sind frequenzabhangig [1, S. 174]:

1

XL:wL, Xczm

(2.0.5)

Die Spule bewirkt eine Phasenverschiebung von ¢, = +90° (Strom eilt der Spannung
nach), der Kondensator von oo = —90° (Strom eilt voraus).
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In einem Serienkreis aus ohmschem Widerstand R, Spule L und Kondensator C' addieren
sich die komplexen Widerstande [1, S. 153]. Die Gesamtimpedanz betragt

, 1
ZSerie =R +1 (CL)L — E) . (206)

Glg. (2.0.6) zeigt die charakteristische Frequenzabhéngigkeit des Serienschwingkreises.
Fiir den Fall, dass der Kondensator iiberbriickt ist (C' — oo, d. h. X = 0), vereinfacht
sich die Impedanz zu Z = R + iwL. Ihr Betragsquadrat liefert den linearen Zusammen-
hang

7? =W L* + R?, (2.0.7)

aus dem durch Auftragung von Z2? gegen w? die Induktivitdt L aus der Steigung und
der ohmsche Widerstand R aus dem Achsenabschnitt bestimmt werden kénnen.

Resonanz tritt ein, wenn sich die Blindwiderstande kompensieren, d. h. wL = 1/(wC).
Die Resonanzkreisfrequenz ist [1, S. 172]

| |
Wr=En IRE

Im Resonanzfall wird die Impedanz minimal und rein reell (Z,;, = R), und die Pha-
senverschiebung betragt ¢ = 0 [2, S. 129]. Die Spannungen an Spule und Kondensator
konnen die Generatorspannung um den Giitefaktor @) = wrL/R iibersteigen.

(2.0.8)

Werden Spule und Kondensator parallel geschaltet, so gilt fiir die Impedanz (bei Ver-
nachléssigung des Spulenwiderstands) [2, S. 131]

1

. 1 .

ZParallel = (209)

Die Resonanzfrequenz ist identisch mit der des Serienkreises (wg = 1/v/ LC), jedoch wird
die Impedanz hier maximal, und der Gesamtstrom durchlduft ein Minimum [2, S. 131].

Zur anschaulichen Darstellung der Phasenbeziehungen dienen Zeigerdiagramme [1, S. 153].
Jede sinusformige GroSSe wird durch einen rotierenden Zeiger der Lange Uy bzw. [y in
der komplexen Ebene représentiert; der Winkel relativ zur reellen Achse entspricht der
momentanen Phase. Spannungen und Strome verschiedener Bauteile lassen sich geome-
trisch addieren, sodass die resultierende Spannung und die Phasenverschiebung grafisch
ermittelt werden konnen.
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3 Durchfiihrung

Abbildung 1: Genaue Darstellung des Versuchsaufbaus mit Frequenzgenerator, Luftspu-

le, Kondensator, ohmschem Widerstand, Schalter, vier Multimetern und
Oszilloskop [2, S. 126].

3.1 Aufbau

Der Versuchsstand besteht aus einem Frequenzgenerator mit Digitalanzeige (verstellbar
zwischen ca. 60 Hz und 480 Hz), einer Luftspule, einem Kondensator, einem ohmschen
Widerstand (Rq = 1092) und einem Schalter. Vier Multimeter dienen der gleichzeiti-
gen Messung aller Spannungen und des Gesamtstroms. Ein Digital-Oszilloskop wird zur
Bestimmung der Phasenverschiebung zwischen Gesamtspannung und Strom eingesetzt.

Der Strom [ wird als Spannungsabfall iber den ohmschen Widerstand R mit einem
Ostzilloskop-Kanal gemessen. Die gemeinsame Masse beider Kanéle muss so angeschlos-
sen werden, dass keiner der Messpunkte kurzgeschlossen wird. Nur eine der vier mogli-
chen Anschlusskombinationen liefert ein sinnvolles Phasenbild die anderen drei fithren
zu kurzgeschlossenen oder fehlerhaft gemessenen Signalen.

Der zu vermessende Frequenzbereich liegt zwischen 60 Hz und 480 Hz [2, S. 128]. Vor
jedem Umbau ist die Spannungsversorgung abzuschalten; blanke Kabelenden sind zu
vermeiden.
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3.2 Bestimmung der Induktivitat aus Spule und Widerstand

Der Kondensator wird mit dem Schalter iiberbriickt. Fiir zehn verschiedene Frequenzen
innerhalb des Messbereichs werden die Frequenz f, die Effektivwerte der Gesamtspan-
nung U und des Stroms [ sowie die Phasenverschiebung ¢ zwischen U und I notiert.

Aus den Messwerten wird spiter Z = U/I und Z? berechnet. Die Auftragung von Z>
gegen w? = (270 f)? liefert gemaSS Glg. (2.0.7) die Induktivitit L aus der Steigung und
den gesamten ohmschen Widerstand R aus dem Achsenabschnitt.

3.3 Serienresonanzkreis aus Spule, Widerstand und Kondensator

Der Schalter wird geoffnet, sodass der Kondensator in Reihe geschaltet ist. Zunéchst
werden fiinf Messpunkte auSSerhalb der Resonanz aufgenommen, danach wird die Re-
sonanzstelle durch fiinf weitere, fein verteilte Messungen aufgelost. Fiir jede Frequenz
werden die Gesamtspannung U, der Strom [, die Spannung am Kondensator Ug, die
Spannung an Spule plus Widerstand U, g und die Phasenverschiebung ¢ erfasst.

Die Resonanz ist durch das Minimum der Impedanz Z = U/I und den Nulldurchgang
der Phasenverschiebung ¢ = 0 gekennzeichnet. Aus den Spannungen bei Resonanz wird
spater das Zeigerdiagramm konstruiert.

3.4 Parallelschwingkreis aus Spule und Kondensator

Spule und Kondensator werden gemaSS Abbildung parallel geschaltet (ohne separaten
Vorwiderstand). Auch hier werden fiinf Messwerte auSSerhalb und fiinf Messwerte nahe
der Resonanz aufgenommen. Gemessen werden die Frequenz f, die Gesamtspannung U
und der Gesamtstrom 1.

Im Parallelkreis erreicht die Impedanz bei Resonanz ein Maximum; die Resonanzfrequenz
ist mit der des Serienkreises identisch.
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3.5 Zusatzmessungen

Mit einem Multimeter werden der ohmsche Widerstand Rg, der Innenwiderstand des
als Strommesser verwendeten Multimeters Ramp, der ohmsche Widerstand R, der Spu-
le und die Kapazitat C' des Kondensators gemessen. Die technischen Daten der Spule
(Windungszahl, Léange, Durchmesser) werden dokumentiert.

In der anschlieSSenden Auswertung (Abschnitt 4) werden aus den Messreihen die In-
duktivitat L, der ohmsche Widerstand R, die Resonanzfrequenz wg, die Kapazitiat C'
und der Verlustwiderstand R;, der Spule bestimmt. Die Auftragungen Z*(w?), Z(w) und
¢(w) liefern die entsprechenden Parameter durch lineare Regression. Ein maSSstéabliches
Zeigerdiagramm bei Resonanz veranschaulicht die Spannungsverhaltnisse und wird mit
theoretischen Werten verglichen.



Versuch 09 4 Auswertung

4 Auswertung

4.1 Bestimmung von Induktivitdt und Gesamtwiderstand

Zur Bestimmung der Induktivitat L und des Gesamtwiderstandes Rges wird das Impe-
danzquadrat Z? = (U/I)? als Funktion des Quadrats der Kreisfrequenz w? aufgetragen.
Der mathematische Zusammenhang lautet:

77 = R2 +WwL? (4.1.1)

ges

Die lineare Regression nach der Methode der kleinsten Quadrate liefert aus den Werten
der Tabelle 1 die Fit-Parameter:

Steigung m = L? = (2,211 -107* 4+ 7,934 - 107°) H? (4.1.2)
Achsenabschnitt a = RZ,, = (8045 4 350) O

ges

Die Ermittlung der ZielgroSSen und deren Unsicherheiten erfolgt tiber die Radizierung
und die GauSSsche Fehlerfortpflanzung:

L=m=14,87mH — aL:207m_=0,27mH (4.1.4)
m
Ryee = v/a = 89,69Q = op = —% =1,05Q (4.1.5)

2va

Daraus ergeben sich die Endergebnisse zu L = (14,87 £ 0,27) mH und Rges = (89,69 =
1,95) Q.
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Lineare Regression des R-L-Glieds (Kondensator Gberbrickt)
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Abbildung 2: Linearer Fit des Quadrats der Gesamtimpedanz Z2 gegen das Quadrat der
Kreisfrequenz w? (Kondensator iiberbriickt).

4.2 Analyse des Serienresonanzkreises

Die Gesamtimpedanz Z, = U/I des Serienresonanzkreises ist in Abbildung 3 iiber der
Kreisfrequenz w aufgetragen. Das System erreicht an der Resonanzstelle ein Minimum.
Aus den feingliedrigen Messdaten der Tabelle 2 am Resonanzpunkt folgt:

fr = (249,05+0,05) Hz = wg = (1564,83 £ 0,31)rad/s (4.2.1)
Ures = (0,738 +£0,001) V (4.2.2)
Tres = (20,04 - 1072 £0,01-107%) A (4.2.3)

Der ohmsche Gesamtwiderstand der Schaltung im Resonanzfall berechnet sich zu:

URes 0,738V
Ryes, Res = = = 36,8312 424
ges oS = res 20,04-103 A (424)
Die partielle Fehlerfortpflanzung liefert die zugehdrige Standardabweichung o, ...
1 2 Ukes 2
TR s = \/([ -aU) + (— [;" -01) =0,050 (4.2.5)
Res Res

Dies ergibt einen Gesamtwiderstand in Resonanz von Ryges, res = (36,83 £ 0,05) €2.
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Impedanzverlauf des Serienresonanzkreises
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Abbildung 3: Gesamte Impedanz Z; des Serienresonanzkreises als Funktion der Kreis-
frequenz w.

4.3 Bestimmung der Resonanzfrequenz iiber die Phase

Die Phasenverschiebung ¢ passiert am Resonanzpunkt den Nulldurchgang (¢ = 0°). Die
lineare Interpolation zwischen den Frequenzen 248 Hz (¢ = (—2,50+1,00)°) und 250 Hz
(¢ = (4,5+0,5)°) zur Bestimmung des Nulldurchgangs lautet:

0° — (=2, 50°)
e = 248 H - (250 Hz — 248 Hz) = 248,71 H 4.3.1
WR, Phase = 27 - 248, 71 Hz = 1562, 69 rad /s (4.3.2)

Die Differenz zum Impedanzminimum betragt Awg = 2, 14rad/s.

4.4 Zusammenfassung und Berechnung von R, und C

Die vorliegenden Parameter umfassen Rg = (9,9 +£0,1)Q, Ramp = 10,48 (fest), L =
(14,8740, 27) mH sowie wg = (1564, 8340, 31) rad/s. Der ohmsche Spulenwiderstand Ry,
leitet sich aus der Subtraktion der bekannten Reihenwiderstande vom Gesamtwiderstand

Ryges ab:

Ry, = Ryes — R — Ramp = 89,690 — 9,90 — 10,40 = 69,390 (4.4.1)
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OR, = 1/0%%% —i—a%ﬂ =4/1,9524+0,12Q=1,95Q (4.4.2)
Das Ergebnis lautet Ry, = (69,39 £ 1,95) Q.

Die Bestimmung der Kapazitat C erfolgt iiber die Thomson-Formel:

1 1
C = - — 97 48 F 443
w2 - L (1564,83rad/s)2- 14,87 - 1020 0 F (4.4.3)

Die Fehlerfortpflanzung iiber die partiellen Ableitungen nach wg und L ergibt:

2 2 1 2
oc = \/(——w% I 'UwR) + <—W : UL) = 0,50 uF (4-4-4)

Das Berechnungsresultat lautet C' = (27,48 £ 0,50) pF.

4.5 Frequenzabhangigkeit der Teilspannungen im Serienkreis
Die Teilspannungen der Generatorspannung U, der Kondensatorspannung Ug sowie der

kombinierten Spulen-Widerstandsspannung Up,r zeigen eine signifikante Spannungs-
iiberhohung an den Blindkomponenten im Resonanzbereich.

Frequenzabhangigkeit der Teilspannungen (Resonanziiberh6hung)

1.4+
2 1.2
5
o
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E —— Kondensatorspannung Uc
(o]
ey 0.8 —— Spulen-Widerstandsspannung Uy +r
2 0.
=
v
L
o 0.6 1
0.4 1

500 750 1000 1250 1500 1750 2000
Kreisfrequenz w (rad/s)

Abbildung 4: Generatorspannung U, Kondensatorspannung Ugz und  Spulen-
Widerstandsspannung Up g als Funktion der Kreisfrequenz w.
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4.6 Zeigerdiagramm und Phasenvergleich im Resonanzfall

Das komplexe Zeigerdiagramm fiir den Resonanzpunkt wgr = (1564, 83 £ 0,31)rad/s
stellt die Spannungsamplituden grafisch dar.

1.00 MaRstabliches Zeigerdiagramm im Resonanzfall
. T

— UR,ges
0.75{ — 0,

— Uc
0501 == Uges

0.00

—0.25 1

—0.50 1

—0.75 A1

Imaginare Achse (90°-Phasenverschiebung)

—1.00 T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Reelle Achse (In-Phase / Stromrichtung /)

Abbildung 5: MaSSstébliches Zeigerdiagramm der Spannungsamplituden im Serienreso-
nanzkreis am Resonanzpunkt.

Die theoretische Phasenverschiebung ¢ine, zwischen dem Strom und der Teilspannung
Uy+r berechnet sich tiber den anfangs bestimmten Induktivitdtswert und die ohmschen
Widerstande wie folgt:

wr L ) (1564, 83 rad/s - 14,87 - 103 H
= arctan

_ = 16,33°
Rq + Ry, 9,90 +69,39Q ) ’

(4.6.1)

Dtheo = arctan (

Die partielle Fehlerfortpflanzung nach GauSS liefert fiir die Unsicherheit der theoreti-
schen Phase den Wert o4, . = 0,45°. Damit liegt der theoretische Erwartungswert bei
Gtheo = (16,33 £ 0,45)°.

Mithilfe der geometrischen Konstruktion des maSSstéablichen Zeigerdiagramms aus den
experimentellen Effektivspannungen wurde ein grafischer Phasenwinkel von ¢graisch =
(16,5 + 1,0)° ermittelt. Der direkte Vergleich der beiden Werte zeigt eine minimale
Abweichung, die vollstdndig im Unsicherheitsbereich der grafischen Methode liegt.

11
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4.7 Impedanzverlauf des Parallelkreises

Der Parallelkreis agiert als Sperrkreis und formt an der Resonanzstelle ein Impedanz-
maximum aus.

Impedanzverlauf des Parallelkreises

6000 - § Messpunkte Zparaliel }}
@ 5000 A
N
g 4000 4
©
o
Q
£
£ 3000 A
o ¢ [
S
€
® 2000 -
9]
G]

1000 A L

® o
_.I T . T T T T T T
400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

Kreisfrequenz w (rad/s)

Abbildung 6: Gesamte Impedanz Z des Parallelkreises in Abhéngigkeit von der Kreis-
frequenz w.
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5 Diskussion

Die mathematische Auswertung verifiziert die theoretisch vorhergesagte Frequenzabhén-
gigkeit linearer Wechselstromnetzwerke. Die Bestimmung der Induktivitét tiber die Li-
nearisierung der Messdaten liefert das Ergebnis L = (14,87 4+ 0,27) mH. Der daraus
berechnete reelle Spulenwiderstand betragt Ry, = (69,39 + 1,95) Q.

Ein direkter quantitativer Abgleich mit dem mittels Multimeter gemessenen Gleich-
stromwert (Rp, spue = (69,0 & 0,1) Q) bestétigt eine hervorragende Ubereinstimmung.
Die statistische Abweichung zwischen beiden Werten betragt exakt 0,200. Um den me-
thodischen Anforderungen gerecht zu werden, runden wir dieses Ergebnis konservativ
auf: Beide Werte liegen somit weit innerhalb des einfachen lo-Intervalls. Das ideale
ohmsche Verhalten des Grundelements im untersuchten Frequenzband von 60 Hz bis
480 Hz ist damit quantitativ bestétigt.

Es zeigt sich jedoch eine signifikante und systematische Abweichung bei der Kapazitét
C' des Kondensators. Die theoretische Thomson-Formel fordert fiir den experimentell
bestimmten Resonanzpunkt bei fr = (249,05 4+ 0,05) Hz eine effektive Kapazitiat von
C = (27,48+0,50) uF. Im Gegensatz dazu steht der im Labordatenblatt dokumentierte
Multimeter-Direktwert von Ckendensator = 1, 011 uF. Unter Verwendung dieses Nennwer-
tes miisste die theoretische Resonanzfrequenz bei fr, theo = 1298, 9 Hz liegen.

Da sich das reale Impedanzminimum bei (249, 05 40, 05) Hz und der Nulldurchgang der
Phase bei 248, 71 Hz manifestierten, liegt hier eine Diskrepanz um den Faktor 27,2 vor.
Der dokumentierte Nennwert von 1,011 uF ist daher als fehlerhaft einzustufen. Diese
starke Abweichung lasst sich entweder durch eine falsche Skaleneinstellung am Multime-
ter wihrend der Bauteilvermessung oder durch ein schlicht vertauschtes Bauteil (z. B.
ein Kondensator mit der Beschriftung 27 uF statt 1 uF) im physischen Versuchsaufbau
erklaren.

Der Parallelkreis bestétigt die physikalische Funktionsweise eines Sperrkreises. Die ge-
messenen Impedanzwerte weisen ein klar definiertes Maximum im Intervall um 250 Hz
auf. Auch das Phasenverhalten spiegelt den theoretisch erwarteten Ubergang vom kapa-
zitiven in den induktiven Quadranten prazise wider.

Systematische Messunsicherheiten lassen sich primar auf die visuelle Skalenablesung der
Signalabstdnde auf der Zeitachse des Oszilloskops zuriickfithren. Dies bedingt Phasen-
fehler von bis zu £2° direkt an der Resonanzstelle und bis zu £10° auSSerhalb des
Resonanzbereichs. Dennoch belegt die enge Ubereinstimmung der unabhingig vonein-
ander bestimmten Resonanzpunkte tiber die Phasenmethode (wg = 1562, 69 rad/s) und
die Amplitudenmethode (wgr = 1564,83rad/s) die hohe methodische Konsistenz und
Zuverlassigkeit der aufgenommenen Messreihen.
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