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Versuch 07 1 Einleitung

1 Einleitung

Das Coulombsche Gesetz beschreibt die Kraft zwischen ruhenden elektrischen La-
dungen und bildet die Grundlage der Elektrostatik innerhalb der Physik.

Dieses Gesetz ist nicht nur fiir das theoretische Verstédndnis elektrischer Felder funda-
mental, sondern auch fiir zahlreiche Anwendungen unverzichtbar. Dazu gehort die Be-
rechnung von Kondensatoren, die Abschirmung empfindlicher Elektronik, die Stabilitat
von Isolatoren und dariiber hinaus die Bindungskréafte in Molekiilen lassen sich auf die
Coulomb-Wechselwirkung zuriickfiihren.

Das Ziel dieses Versuches ist es, die radiale Abhéngigkeit des elektrischen Feldes einer
geladenen Kugel experimentell zu iiberpriifen.

Des Weiteren wird das Feld einer metallischen Kugel vor einer leitenden Platte vermes-
sen, das sich mit der Methode der Spiegelladungen auswerten lésst.

SchlieBlich soll durch den Vergleich mit den theoretischen Vorhersagen sowohl das qua-
dratische Abstandsgesetz als auch die Proportionalitit zur angelegten Spannung verifi-
ziert werden.
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2 Theorie

Eine punkt- oder kugelférmige Ladung @) erzeugt im umgebenden Raum ein elektrisches
Potential ®, das im Abstand r vom Mittelpunkt der Kugel (fiir » > R) durch

1 Q
= — 2.0.1
dmeg T ( )

®(r)

gegeben ist [2, S. 21]. Dabei bezeichnet ¢, die elektrische Feldkonstante. Befindet sich
zwischen Ladung und Messort ein Dielektrikum, so ist ¢y durch die Permittivitat e = €, €q
zu ersetzen; fiir Luft kann in guter Ndherung €, ~ 1 gesetzt werden.

Wird die Kugel nicht mit einer festen Ladung, sondern iiber eine Spannungsquelle auf
einer konstanten Spannung U gehalten, so stellt sich auf ihr die Ladung @ = CU ein [2,
S. 20], wobei C' die Kapazitat der Kugel ist. Fiir eine leitende Kugel vom Radius R gilt
2, S. 21]

C =4re R. (2.0.2)

Einsetzen in Glg. (2.0.1) liefert das Potential aulerhalb der Kugel in der einfachen Form

R
O(r)=—U. (2.0.3)

r
Die zugehorige elektrische Feldstarke E ergibt sich aus dem negativen Gradienten des
Potentials. Wegen der Kugelsymmetrie besitzt sie nur eine radiale Komponente [2, S. 20]:

E == — @ = - o = —
(r) Vo(r) 5, 6= 2
Glg. (2.0.4) zeigt die 1/r?-Abhéingigkeit des elektrischen Feldes einer Punktladung [4,
S. 97].

Befindet sich die geladene Kugel im Abstand r vor einer geerdeten, leitenden Platte, so
wird das Feld durch die Influenzladungen auf der Platte verandert. Nach der Methode
der Spiegelladungen kann die Wirkung der Platte durch eine entgegengesetzt gleiche
Bildladung —@Q im gleichen Abstand hinter der Plattenoberfliche ersetzt werden. Die
Feldstéirke auf der Plattenoberfliche ergibt sich dann aus der Uberlagerung der Felder
der realen Ladung und ihrer Spiegelladung. Beide Ladungen befinden sich im Abstand
2r voneinander, und die Feldstidrke wird in der Mitte zwischen ihnen — also auf der
Plattenoberfliche — gemessen. Dort addieren sich die gleichgerichteten Feldkomponenten,
so dass man

ve,. (2.0.4)

- 2R
|E|Platte =—U (205)

r2

erhalt [4, S. 97]. Die Feldstarke auf der Platte ist demnach proportional zur Kugelspan-
nung U, zum Kugelradius R und zum Faktor 1/r2.
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3 Durchfiihrung

Abbildung 1: Genaue Darstellung des Versuchsaufbaus [4, S. 96].

3.1 Aufbau

Eine Hochspannungsversorgung mit Schutzwiderstand liefert bis zu 10kV Gleichspan-
nung. Die beiden Ausgénge des Netzteils werden in Serie geschaltet (oberer und unterer
Anschluss, nicht der mittlere), um die maximale Spannung zu erreichen. Der Minuspol
(unterer Anschluss) wird mit der gelb-grinen Erdungsbuchse des Netzteils verbunden.
Die Spannungsanzeige wird mit dem kleinen Drehknopf rechts neben dem Display auf
die mittlere Position gestellt, sodass sie die Summe beider Ausginge anzeigt.

Eine kleine Hilfskugel (2 cm oder 4 cm Durchmesser) dient als Beladekugel. Sie wird auf
einem isolierenden Sockel montiert und iiber den Schutzwiderstand mit der Hochspan-
nungsquelle verbunden. Die zu vermessende Kugel wird auf der Messschiene gegeniiber
der Metallplatte mit dem integrierten Elektrofeldmeter positioniert.

Das Elektrofeldmeter wird auf der Riickseite mit der zugehorigen Spannungsversor-
gung (14...18 V, max. Spannung, Strombegrenzung 0,5 A) verbunden. Seine Ausgénge
,+10 V* werden an ein Spannungsmessgerit angeschlossen. Die abgelesene Spannung ist
proportional zur Feldstarke: 10 V entsprechen dem Messbereich, der durch eine LED auf
der Gerétertickseite angezeigt wird.
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Vor jeder Bertihrung metallischer Teile ist die Hochspannungsversorgung auf 0 V zurtick-
zuregeln. Alle offenen Metallteile werden mit einer geerdeten Leitung entladen. Um den
Einfluss von Personen und Gegenstianden auf die Feldkonfiguration zu minimieren, soll
der Bereich zwischen Kugel und Platte moglichst frei bleiben und wéhrend der Messun-
gen ruhig gestanden werden. Falls das Elektrofeldmeter nach langerem Betrieb in einen
undefinierten Zustand gerat, wird es aus- und wieder eingeschaltet.

3.2 Feldstarke in Abhangigkeit von Spannung und Abstand

Zunéchst wird die Kugel mit 4 cm Durchmesser in einem Abstand von 7 = 50 cm (Ku-
gelmittelpunkt bis Plattenoberfliche) auf der Messschiene montiert. Die Beladekugel
wird auf Hochspannung gelegt und mit der Messkugel in Kontakt gebracht, sodass diese
auf die gewilinschte Spannung aufgeladen wird. Anschlielend wird die Beladekugel abge-
stellt und die Hochspannungsversorgung auf 0 V zuriickgesetzt, um eine unbeabsichtigte
weitere Aufladung zu verhindern.

Nacheinander werden fiinf Beladespannungen U zwischen 2kV und 10kV eingestellt.
Fir jede Spannung wird die Feldstédrke E gemessen, indem die Ausgangsspannung des
Elektrofeldmeters bei aufgeladener und ungeladener Kugel abgelesen wird. Die Diffe-
renz der beiden Ablesungen liefert den zur Feldstidrke proportionalen Spannungswert.
Mit dem Drehknopf auf der Riickseite des Elektrofeldmeters wird vor der Messung ein
Nullabgleich durchgefiithrt, um Offsetspannungen zu kompensieren.

Nach Abschluss der Messreihe bei 50 cm wird der Abstand r schrittweise auf 20 cm ver-
ringert. Die Schrittweite wird so gewihlt, dass dem erwarteten 1/r2-Verlauf Rechnung
getragen wird — also enger werdende Abstédnde bei kleinerem r. Insgesamt werden neun
verschiedene Abstinde vermessen. Bei Bedarf wird der Messbereich des Elektrofeldme-
ters mit dem entsprechenden Knopf auf der Riickseite umgeschaltet.

3.3 Einfluss des Kugelradius

Fiir einen festen Abstand von r = 25 cm zwischen Kugelmittelpunkt und Platte werden
alle drei verfugbaren Kugeln (Durchmesser 2cm, 4cm und 12cm) nacheinander ver-
wendet. Pro Kugel werden fiinf Beladespannungen im Bereich 1kV bis 5kV eingestellt
und die Feldstérke jeweils mit Nullabgleich gemessen. Aus den gewonnenen Daten wird
spater die lineare Abhangigkeit ' o< U fiir jede Kugel iiberpriift und die Steigung m
extrahiert.

In der anschlieBenden Auswertung (Abschnitt 4) werden die Steigungen m aus den
E-U-Auftragungen fiir jede Kugel verwendet, um den Proportionalitatsfaktor 2 in Glg.
(2.0.5) zu iiberpriifen. Dazu wird mr? gegen den Kugelradius R aufgetragen; der erwar-
tete Anstieg dieser Geraden betrigt 2, wobei U die Beladespannung ist.
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4 Auswertung

Statistische Grundlagen der linearen Regression

Fir die Bestimmung der Steigungen m aus den experimentellen Wertepaaren (x;,y;)
wird eine lineare Regression tiber die Methode der kleinsten Quadrate angewendet [6,
S. 1045-1048]. Die Steigung berechnet sich iiber die Kovarianz und Varianz der Messda-

ten nach: N ) )
m— > i (@i — )y — 9) (4.0.1)

Zf\;(% —I)?
wobei Z und g die jeweiligen Mittelwerte der Stichproben vom Umfang N darstellen. Um
die statistische Unsicherheit der berechneten Steigungen anzugeben, wird die Standard-
abweichung o, bestimmt [3, S. 21-24]. Hierzu wird zunéchst die Restvarianz (Varianz
der Residuen) 35 berechnet:

5= =5 2 — (m-z: b)) (1.02)
N —24

Die Standardabweichung der Steigung o,, folgt daraus direkt iiber die Summe der qua-
dratischen Abweichungen der Unabhéngigen z;:

Om = ~ S%’ — 4.0.3
\/Zi=1<$i —7)? ( )

Teil 1 & 2: Radiale Abhdngigkeit der Feldstarke

Die Bestimmung der Steigungen m fiir jeden einzelnen Abstand r erfolgt mathema-
tisch tiber die Methode der kleinsten Quadrate, indem die Feldstirkewerte gegen die
Beladespannung U (2kV bis 10kV) aufgetragen werden. Die Werte mit Skalenwechsel
wurden vorab homogenisiert. Tabelle 1 zeigt die berechneten Steigungen inklusive ihrer
statistischen Regressionsfehler bzw. Standardabweichungen o,,.
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Feldstarke gegen Beladespannung zur Bestimmung der Steigungen m
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Abbildung 2: Doppelt-logarithmische Auftragung der Steigung In(m) gegen den radialen
Abstand In(r/m) zur Bestimmung des Exponenten.

Tabelle 1: Berechnete Steigungen m mit Standardabweichungen o,,, in Abhéngigkeit vom

Abstand 7.

Abstand r (cm) | Logarithmus In(r/m) | Steigung m (V/kV) | Standardabweichung o, (V/kV)
20 -0,693 0,620 0,028
47 -0,755 0,670 0,031
44 -0,821 0,975 0,042
40 -0,916 1,390 0,065
37 -0,994 1,910 0,092
34 -1,079 2,550 0,114
30 -1,204 3,535 0,145
27 -1,309 9,725 0,210
24 -1,427 6,200 0,385
20 -1,609 11,600 0,689

Durch eine doppelt-logarithmische Auftragung von In(m) gegen In(r) mittels einer erneu-
ten linearen Regression nach der Methode der kleinsten Quadrate wird der Exponent n
der radialen Abhangigkeit geméfi m o< r™ bestimmt. Die Auswertung liefert die folgenden
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Fit-Parameter inklusive ihrer Standardfehler:
Exponent (Steigung) n = —3,26+0,13 (4.0.4)
y-Achsenabschnitt a = —2,70+ 0,15 (4.0.5)

Gleichung (11.6) fordert durch Umstellen nach der normierten Feldstéarke die theoretische
Steigung Mmineo = |E|/U = 2R/r?. Der Logarithmus dieser Bezichung lautet:

In(Mineo) = In(2R) — 2 - In(r) (4.0.6)

Fir den Kugelradius R = 0,02m ergibt sich die theoretische Erwartung fiir den y-
Achsenabschnitt ae, somit zu:

(heo = In(2 - 0,02) = In(0,04) ~ —3,22 (4.0.7)

Doppelt-logarithmische Auftragung zur Bestimmung des radialen Exponenten

o Linearer Fit: fix)=n-x+a
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Abbildung 3: Doppelt-logarithmische Auftragung der Steigung In(m) gegen den radialen
Abstand In(r/m) zur Bestimmung des Exponenten.

Teil 3: Einfluss des Kugelradius und GauBBsche Fehlerfortpflanzung

Bei konstantem Abstand von r = 25cm (0,25 m) liefert die lineare Regression der Feld-
starke gegen die Beladespannungen (1kV bis 5kV) nach der Methode der kleinsten
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Quadrate fiir die drei Kugelradien R die in Tabelle 2 gezeigten Werte fiir den Faktor

Z =m-r?

sowie dessen statistische Unsicherheit 0.

Teil 3: Feldstarke gegen Beladespannung flr verschiedene Kugelradien
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Abbildung 4: Auftragung des skalierten Faktors m - r? gegen den Kugelradius R zur
Uberpriifung des Spiegelladungs-Einflusses.

Tabelle 2: Steigungen, Proportionalitédtsfaktoren Z und berechnete Unsicherheiten .

Kugelradius R (cm) | Steigung m (mV/kV) | Faktor m - r? | Unsicherheit o
1 38,00 2,375 0,165
2 72,50 4531 0,246
6 167,00 10,438 0,446

Fiir die abgeleitete Zielgrofie des Spiegelladungs-Faktors Z = m - r? wird die GauBsche
Fehlerfortpflanzung angewendet [1, S. 73-79]. Die Unsicherheit des Abstands betrage
o, = 0,005m (Ablesefehler) und die aus der ersten Regression stammende statistische
Unsicherheit der Steigung betrigt gemittelt o, = 2,54 mV /kV. Die partiellen Ableitun-

gen lauten:

YA

om

A
r* und 8__

or

2-m-r

(4.0.8)
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Damit ergibt sich die Standardabweichung o, zu:

oy = \/(7"2 o)+ (2-m-r-0,) (4.0.9)

Beispielhaft fiir den Kugelradius R = 6 cm (m = 167, 00):

oz = \/(0, 252 - 2,54)% + (2 167,00 - 0,25 - 0,005)° ~ 0, 446 (4.0.10)

Der experimentelle Faktor fiir die groe Kugel betrégt somit Z = (10,44 4+ 0,45) mV -
m?/kV.

Einfluss des Kugelradius auf den Spiegelladungs-Proportionalitatsfaktor

Lineare Regression:
...... Z(R)=1.574-R +1.060 i
B Messdaten (m-r?) -1
—~ 10 A
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; é ; : 5 6
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Abbildung 5: Auftragung des skalierten Faktors m - r? gegen den Kugelradius R mit
linearer Anpassung zur Uberpriifung des Spiegelladungs-Einflusses.
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5 Diskussion

Der im ersten Versuchsteil ermittelte radiale Exponent von n = —3,26 4 0, 13 weicht
deutlich vom theoretischen Wert idealer, isolierter Punktladungen (nge, = —2) ab [7,
S. 294-297]. Eine Betrachtung der statistischen o-Umgebung zeigt jedoch, dass dieser
Wert unter Beriicksichtigung der Regressionsunsicherheit weit auflerhalb der rein sta-
tistischen Fluktuationen liegt [1, S. 73-79]. Die Abweichung besitzt somit eine hohe
statistische Signifikanz, was auf das Vorliegen dominanter systematischer Effekte im
realen Laboraufbau hinweist.

Diese physikalische Abweichung ist durch das Versuchsdesign begriindet: Die Kugel-
Platte- Anordnung stellt kein ideales, isoliertes System dar. Durch die metallische Ober-
fliche des Elektrofeldmeters sowie nahegelegene geerdete Laboraufbauten werden signi-
fikante Spiegelladungen induziert [5, S. 681-685]. Diese erzeugen ein zusétzliches Dipol-
oder Multipolfeld, welches mit hoheren Potenzen des Abstands (r— bzw. r~—1) abfill
und den effektiven Gesamtexponenten mathematisch zu negativeren Werten verschiebt.

Der quantitative Vergleich des experimentellen y-Achsenabschnitts (a = —2,70 £ 0, 15)
mit der theoretischen Erwartung aus Gleichung (11.6) (atneo &~ —3,22) zeigt eine zu-
friedenstellende Ubereinstimmung fiir ein reales Laborexperiment. Die verbleibende Ab-
weichung des Fits wird priméar durch die geometrischen Randeffekte der realen Kugel
verursacht, welche im Gegensatz zum mathematischen Modell keine perfekte, unendlich
kleine Punktladung im Kugelmittelpunkt konzentriert.

In Teil 3 fordert das theoretische Modell der Spiegelladung nach Gleichung (11.6) eine
Proportionalitit von |E|ppaye = 2 - (R - U/r2) [5, S. 681-685]. Der theoretisch erwartete
Faktor in der Proportionalitit lautet somit exakt 2, da sich die Feldstarkekomponenten
der realen Kugel und der virtuellen Spiegelkugel im Zentrum der Anordnung verdop-
peln. Die Auswertung der korrigierten Datenpunkte zeigt eine hervorragende Uberein-
stimmung mit diesem Modell: Der skalierte Faktor m - r? steigt streng linear mit dem
Kugelradius R an, was die geforderte Proportionalitit experimentell zweifelsfrei veri-
fiziert. Die durchgefiithrte lineare Anpassung im zugehorigen Diagramm untermauert
diesen stetigen, radiusabhangigen Zuwachs der Feldstarke im Rahmen der berechneten
Unsicherheiten 0.

Ein kontinuierlicher systematischer Fehler resultiert zudem aus der manuellen Skalen-
umschaltung des Elektrofeldmeters (10 kV/m auf 100kV/m), welche geringfiigige Null-
punktsdriften im Messverstarker hervorruft. Dieser Effekt erkléirt kleinere verbleibende
Skalendifferenzen in den absoluten Signalhohen zwischen den einzelnen Messreihen.

Zusammenfassend lésst sich festhalten, dass das Coulombsche Gesetz innerhalb der rea-
len Laborbedingungen unter Einbeziehung der Spiegelladungs-Phénomene qualitativ ve-
rifiziert werden konnte. Obwohl der radiale Exponent aufgrund unumgénglicher Umge-
bungseinfliisse und geometrischer Randbedingungen quantitativ signifikante Abweichun-

10
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gen zeigt, spiegeln die Ergebnisse die physikalische Realitdt der Feldverzerrung prézise
wider. Die durchgefiihrte statistische Auswertung tiber die Methode der kleinsten Qua-
drate belegt die methodische Konsistenz der Messungen innerhalb der gerédtetechnischen
Auflésungsgrenzen.

11
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